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DYSTRYBUANTY i MIARY BORELOWSKIE NA PROSTEJ

Definicja 1: Funkcjȩ F : R → R nazwiemy dystrybuanta̧ jeśli speÃlnia ona 3
warunki:
1. F jest niemaleja̧ca,
2. F jest prawostronnie cia̧gÃla (tzn. ∀t∈R lims→t+ F (s) = F (t))
3. limt→0− F (t) = 0

Definicja 2: Niech µ bȩdzie miara̧ borelowska̧ (czyli określona̧ na zbiorach borelows-
kich) na prostej rzeczywistej R, która na przedziaÃlach wÃlaściwych przyjmuje
wartości skończone. Dystrybuanta̧ miary µ nazywamy funkcjȩ Fµ : R → R
określona̧ wzorem

Fµ(t) =
{

µ([0, t]); t ≥ 0
−µ((0, t)); t < 0

ÃLatwo pokazuje siȩ, że Fµ jest dystrybuanta̧ sensie definicji 1. W obliczeniach
korztysta siȩ z cia̧gÃlości miary z doÃlu i z góry. Miara co prawda nie musi być
skończona, ale w potrzebnych tu obliczeniach wszystkie zbiory można zawrzeć w
jednym przedziale wÃlaściwym, który z zaÃlożenia ma miarȩ skończona̧, zatem można
korzystać z cia̧gÃlości miary z góry.

Twierdzenie 1. Każda dystrybuanta (w sensie definicji 1) jest dystrybuanta̧ (w
sensie definicji 2) pewnej miary µ skończonej na przedziaÃlach wÃlaściwych. Od-
wzorowanie µ 7→ Fµ jest bijekcja̧ (funkcja̧ różnowartościowa̧ i ,,na”) ze zbioru
wszystkich miar borelowskich na prostej skończonych na przedziaÃlach wÃlaściwych
na zbiór wszystkich dystrybuant (w sensie definicji 1).

Szkic dowodu: Dana jest dystrybuanta F . Chcemy skonstuować miarȩ µ taka̧, że
Fµ = F (w każdym punkcie t). To znaczy, chcemy aby µ([0, t]) = F (t) dla t nieu-
jemnych oraz µ((t, 0) = −F (t)) dla t ujemnych. Z tego wynika Ãlatwo, że ta miara
musi speÃlniać µ((a, b]) = F (b) − F (a) dla dowolnych par liczb a < b. Konstrukcja
takiej miary µ przebiega dokÃladnie tak samo jak konstrukcja miary Lebesgue’a,
z zasta̧pieniem warunku λ([a, b)) = b − a warunkiem µ((a, b]) = F (b) − F (a), co
praktycznie niczego nie zmienia (zmiana rodzajów końców przedziaÃlu jest również
nieistotna w konstrukcji). Przypomnijmy kroki konstrukcji (z uwzglȩdnieniem tych
zmian):
Krok I:
Na rodzinie A przedziaÃlów postaci (a, b] (a, b ∈ R, a < b) określamy funkcjȩ ,,masy”
ν wzorem

ν((a, b]) = F (b)− F (a).
1
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Krok II:
Określamy miarȩ zewnȩtrzna̧

µ̄(A) = inf{
∞∑

n=1

ν((an, bn]) : A ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn]}.

Krok III:
Niech Σ oznacza sigma-ciaÃlo zbiorów mierzalnych w sensie Carathéodory’ego wzglȩ-
dem miary zewnȩtrznej µ̄. Obciȩcie µ̄ do Σ jest miara̧. Oznaczamy je przez µ.
To jest koniec konstrukcji. Trzeba sprawdzić, że dowolna póÃlprosta postaci (−∞, a]
(a ∈ R) jest mierzalna wzglȩdem miary zewnȩtrznej µ̄, oraz że dla a < b µ̄((a, b]) =
F (b) − F (a). Dowody sa̧ prawie identyczne jak dla miary Lebesgue’a. Jedyne
różnice, to takie, że wszȩdzie na liczby a, b, an, itp. w dowodzie trzeba naÃlożyć
funkcjȩ F (czyli zasta̧pić przez F (a), F (b), F (an), itp) oraz w ostatniej czȩści dowodu,
ze wzglȩdu na zmianȩ kierunków nawiasów, trzeba zmienić kierunek ,,indukcji”, to
znaczy zacza̧ć od punktu b i wÃlasność (*) określić wzorem:

(*) x < b oraz ∃Nx⊂N
(

inf
n∈Nx

an = x &
∑

n∈Nx

(F (bn)− F (an)) = F (x)− F (a)
)

Nastȩpnie pokazać, że zbiór X punktów speÃlniaja̧cych (*) osia̧ga minimum (a nie,
jak poprzednio, maximum), i że minimum to jest mniejsze ba̧dź równe a.

W ten sposób udowodnimy istnienie miary µ takiej, że Fµ = F . Wzajemna jed-
noznaczność odwzorowania Φ : µ 7→ Fµ wynika teraz z prostej obserwacji, że
powyżej wÃlaśnie określilísmy odwzorowanie odwrotne do Φ przyporza̧dkowuja̧ce
każdej dystrybuancie F miarȩ µ taka̧, że Φ(µ) = F . Wiadomo, że jeśli istnieje
odwzorowanie odwrotne do danego, to odwzorowanie to jest bijekcja̧. To kończy
dowód twierdzenia 1. ¤

PrzykÃlady miar borelowskich (skończonych na przedziaÃlach) i ich dystrybuant.
1. Miara Lebesgue’a: Oczywíscie na przedziaÃlach wÃlaściwych przyjmuje ona wartości
skończone. Policzmy jej dystryuantȩ:

Fλ(t) =
{

λ([0, t]) = t t ≥ 0
−λ((t, 0)) = −(0− t) = t t < 0.

Czyli w obu przypadkach po prostu Fλ(t) = t.

2. Miara z gȩstościa̧: Niech f bȩdzie funkcja̧ nieujemna̧ caÃlkowalna̧ (po każdym
przedziale wÃlaściwym) w sensie Riemanna. Określamy

F (t) =

{ ∫ t

0
f(s) ds t ≥ 0

− ∫ 0

t
f(s) ds t < 0

ÃLatwo sprawdza siȩ, że F jest dystrubuanta̧ oraz że odpowiadaja̧ca jej miara µ
speÃlnia

µ(〈a, b〉) =
∫ b

a

f(s) ds
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niezależnie od tego jakie sa̧ końce przedziaÃlu od a do b; pod znaczek 〈 można
podstawić dowolnie ( lub [ i podobnie pod 〉 dowolnie ) lub ].

3. Miara czysto atomowa: Niech {xn : n ∈ N} bȩdzie podzbiorem przeliczalnym
(lub skończonym) prostej. ZaÃlóżmy dla uproszczenia, że jest to zbiór dyskretny, tzn.,
że odlegÃlości miȩdzy punktami xn sa̧ co najmniej pewne r > 0. Niech {pn : n ∈ N}
bȩdzie cia̧giem liczb dodatnich. Określamy miarȩ µ (na wszystkich podzbiorach
prostej – w szczególności na zbiorach borelowskich) wzorem

µ(A) =
∑

n:xn∈A

pn.

Ponieważ w każdym przedziale wÃlaściwym jest co najwyżej skończenie wiele punktów
xn (bo odlegÃlości miȩdzy nimi sa̧ co najmniej r > 0), to miara ta jest skończona
na takich przedziaÃlach. Jest to miara czysto atomowa a każdy punkt xn nazy-
wamy jej atomem o masie pn. Dystrybuanta tej miary jest funkcja̧ schodkowa̧ o
nastȩpuja̧cym przebiegu: pomiȩdzy punktami xn jest to funkcja staÃla, a w każdym
punkcie xn ma ona skok (w górȩ) o pn. Trzeba tȩ funkcjȩ tak ustawić aby speÃlniaÃla
warunek 3 w definicji 1 (granica lewostronna w zerze równa zero). Jeśli w zerze jest
ona cia̧gÃla, to po prostu ustawiamy ja̧ tak aby F (0) = 0. Jeśli w zerze jest skok (co
oznacza, że zero jest atomem), to F (0) bȩdzie równe masie atomu w zerze.

Ogólnie, jeśli dla dowolnej miary (na dowolnej przestrzeni) punkt x speÃlnia µ({x}) >
0, to x nazywamy atomem tej miary. Dla miar borelowskich na prostej, skończonej
na przedziaÃlach wÃlaściwych atomy ZAWSZE odpowiadaja̧ punktom niecia̧gÃlości
dystrybuanty. Ponieważ dystrybuanta jest niemaleja̧ca i prawostronnie cia̧gÃla, to
wszelkie niecia̧gÃlości sa̧ typu ,,skok w górȩ” i wartość w takim punkcie ,,przyklejona
jest” do granicy prawostronnej. Masa atomu odpowiada wielkości skoku. Innymi
sÃlowy mamy ogólny wzór dla dowolnej dystrybuanty:

µ({x}) = F (x)− lim
t→x−

F (t)

(Wzór ten zgadza siȩ nawet jeśli x nie jest atomem – po obu stronach jest wtedy
zero, gdyż dystrybuanta jest tam cia̧gÃla.) Wzór ten wynika natychmiast z cia̧gÃlości
z góry:

{x} =
⋂

tn→x−
↓ (tn, x] zatem µ({x}) = lim

tn→x−
(F (x)− F (tn)) = F (x)− lim

t→x−
F (t).

Dowolna miara, której dystrybuanta jest cia̧gÃla w każdym punkcie nazywa siȩ albo
bezatomowa albo po prostu cia̧gÃla. Na przykÃlad miary z gȩstościa̧ (przykÃlad 1) sa̧
cia̧gÃle, gdyż funkcja określona jako caÃlka z funkcji caÃlkowalnej jest zawsze cia̧gÃla.
Okazuje siȩ, że NIE KAŻDA MIARA CIA̧GÃLA JEST MIARA̧ Z GȨSTOŚCIA̧.
Dystrybuanty miar z gȩstościa̧ sa̧ nie tylko cia̧gÃle, ale absolutnie cia̧gÃle (definicjȩ
tego pojȩcia pomijamy). W każdym razie jest tak, że wśród funkcji cia̧gÃlych funkcje
absolutnie cia̧gÃle stanowia̧ zdecydowana̧ mniejszość. Miary odpowiadaja̧ce dystry-
buantom cia̧gÃlym lecz nie absolutnie cia̧gÃlym (a takich jest najwiȩcej) nazywamy
miarami singularnymi (to nie jest caÃlkiem ścisÃle, miara taka może rozkÃladać siȩna
sumȩ miary absolutnie cia̧gÃlej i singularnej – poznamy to w przyszÃlości). PrzykÃlad
miary singularnej jest poniżej.
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4. Miara na zbiorze Cantora:
Przedstawimy teraz konstrukcjȩ pewnej dystrybuanty cia̧gÃlej zwia̧zanej ze zbiorem
Cantora C. KÃladziemy

F (t) = 0 dla t ≤ 0 oraz f(t) = 1 dla t ≥ 1.

Nastȩpnie

F (t) =
1
2

dla 1
3 < t < 2

3

Dalej

F (t) =
1
4

dla 1
9 < t < 2

9 oraz F (t) =
3
4

dla 7
9 < t < 8

9

i.t.d. (pomijamy szczegóÃlowy opis indukcyjny). W ten sposób funkcjȩ określimy
na DOPEÃLNIENIU zbiory Cantora. Widać to na rysunku (kropka lokalizuje punkt
(0, 0), a kreski na samym dole to zbiór Cantora na osi (reszty osi nie narysowano):

1.

7/8.

3/4.

5/8.

1/2.

3/8.

1/4.

1/8.

0. •

C

Teraz określamy F w pozostaÃlych punktach x ∈ C wzorem

F (x) = sup{F (y) : y /∈ C, y < x}.

Tak zdefiniowana funkcja jest monotoniczna i cia̧gÃla na caÃlej prostej i F (0) = 0,
czyli jest to dystrybuanta pewnej miary bezatomowej µ. Widać, że na każdym
przedziale ,,wyrzuconym” ze zbioru Cantora (na przykÃlad ( 1

9 , 2
9 )) funkcja F jest

staÃla (a nawet na jego domkniȩciu), czyli jego miara jest zerowa (bo jest to różnica
F na końcach przedziaÃlu). Sta̧d miara dopeÃlnienia zbioru Cantora jest zerowa (jako
przeliczalna suma takich przedziaÃlów), czyli miara jest ,,skupiona” na C. Z kolei
miara Lebesgue’a zbioru C jest zero, bowiem z odcinka [0, 1] wyrzucilísmy przedziaÃly
o Ãla̧cznej dÃlugości 1 (jest to elementarne do sprawdzenia, że 1

3 + 2
9 + 4

27 + · · · =
1). Gdyby µ byÃla miara̧ z gȩstościa̧, to gȩstość ta f musiaÃlaby być zero λ-prawie
wszȩdzie na dopeÃlnieniu zbioru Cantora (bo miara tego dopeÃlninia jest zero), zatem
niezerowa mogÃlaby być tylko na C. Ale ponieważ C ma miarȩ λ zerowa̧, to f
byÃlaby równa zero λ-prawie wszȩdzie, a caÃlka a takiej funkcji jest zero po każdym
przedziale. Z tego wynikaÃloby, że dystrybuanta F tej miary jest wszȩdzie równa
zero, a przecież tak nie jest! DokÃladne uzasadnienie wykorzystanych tu faktów
dotycza̧cych caÃlkowania funkcji poznamy na kolejnych wykÃladach.
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5. Miary mieszane. Oprócz miar absolutnie cia̧gÃlych, czysto atomowych i sin-
gularnych jest jeszcze caÃla masa miar mieszanych. Sa̧ to sumy miar powyższcyh
trzech typów. Dystrybuanty takich miar sa̧ dowolne: w co najwyżej przeliczalnie
wielu punktach wystȩpuja̧ niecia̧gÃlości (skoki w górȩ) – to sa̧ atomy tej miary, w
pozostaÃlych punktach dystrybuanta nie musi być staÃla (schodkowa), może tam być
ścísle rosna̧ca. O ile oddzielenie czȩści atomowej od cia̧gÃlej jest stosunkowo proste,
o tyle rozkÃlad czȩści cia̧gÃlej na czȩść absolutnie cia̧gÃla̧ i singularna̧ jest trudny. W
przyszÃlości poznamy odpowiednie twierdzenia (w ogólniejszym kontekście).
PrzykÃlad praktyczny: Wyobraźmy sobie, że mierzymy jakaś zmienna̧ losowa̧
nieujemna̧ o rozkÃladzie cia̧gÃlym przyrza̧dem, którego skala kończy siȩ na pewnej
wartości (np. na 1) i wszystkie wartości powyżej 1 sa̧ pokazywane jako 1. ZaÃlóżmy,
że wartości powyżej 1 wystȩpuja̧ z dodatnim prawdopodobieństwem, powiedzmy
p. Wtedy zmienna losowa ,,odczyt pomiaru” jest mieszany: dla wartości poniżej 1
jest to ten sam rozkÃlad co mierzonej zmiennej losowej (czyli cia̧gÃly) natomiast w 1
wystȩpuje atom o masie p, który zastȩpuje caÃly przedzial [1,∞) dla zmiennej mie-
rzonej (1-ka ,,zbiera” miarȩ z tego przedziaÃlu). Rysunek przedstawia dystrybuanty
rozkÃladów mierzonej zmiennej i zmiennej ,,odczyt pomiaru”.
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FUNKCJE MIERZALNE

Rozważamy dwie przestrzenie mierzalne (X,F) i (Y,G). Później skoncentrujemy siȩ
na przypadku, gdy (Y,G) jest prosta̧ rzeczywista̧ z sigma-ciaÃlem zbiorów borelowis-
kich. Ilekroć w roli Y wystȩpuje R tylekroć za G bierzemy domyślnie (bez przy-
pominania) sigma-ciaÃlo zbiorów borelowskich ΣB .

Definicja: Odzworowanie f : X → Y nazywa siȩ mierzalne jeśli f−1(G) ⊂ F
(tzn. ∀B∈G f−1(B) ∈ F). Jeśli Y = R to f nazywać bȩdziemy po prostu funkcja̧
(rzeczywista̧) mierzalna̧.

PrzykÃlad: Niech f bȩdzie odwzorowaniem staÃlym, to znaczy f(x) = y0, gdzie
y0 ∈ Y jest ustalony. Takie odwzorowanie (lub funkcja) jest zawsze mierzalne, bo
f−1(B) dla dowolnego zbioru B ⊂ Y jest albo zbiorem pustym (jeśli y0 /∈ B) albo
caÃlym X (jeśli y0 ∈ B).

Fakt: Jeśli dodatkowo (Z,H) jest przestrzenia̧ mierzalna̧ i g : Y → Z jest mierzalna,
to zÃlożenie g ◦ f : X → Z jest mierzalne.

Dowód: Niech A ∈ H. Wtedy (g◦f)−1(A) = f−1(g−1(A)). Oznaczaja̧c B = g−1(A)
mamy B ∈ G z mierzalności g, a dalej (g ◦ f)−1(A) = f−1(B) ∈ F z mierzalności
f . ¤
Uwaga: Do mierzalności odzworowania (funkcji) wystarczy, że f−1(A) ⊂ F , gdzie
A jest rodzina̧ zbiorów w Y taka̧, że σ(A) = G. Dowód tego faktu wymaga indukcji
pozaskończonej. Pokazuje siȩ, że dla każdej liczby porza̧dkowej α < ω1 zachodzi
f−1(Aα) ⊂ F , gdzie Aα sa̧ rodzinami wystȩpuja̧cymi w pozsakończonej konstrukcji
sigma-ciaÃla σ(A).

PrzykÃlad: Niech X i Y bȩda̧ przestrzeniami topologicznymi i rozważajmy w nich
sigma-ciaÃla zbiorów borelowskich (generowane przez topologie, czyli rodziny zbiorów
otwartych). Wtedy mamy nastȩpuja̧cy fakt:

Jeśli odwzorowanie f : X → Y jest cia̧gÃle, to jest ono mierzalne.
Dlaczego tak jest? Otóż cia̧gÃlość jest równoważna z warunkiem: f−1(U) jest ot-
warty (w X) dla dowolnego U otwartego w Y . Ale to oznacza, że f−1(U) jest
borelowski w X. Ponieważ zbiory otwarte U generuja̧ zbiory borelowskie w Y , to
z powyższej uwagi wynika mierzalność f .

Wniosek: f : X → R jest mierzalna wtedy i tylko wtedy gdy zbiory postaci
{x : f(x) < t} sa̧ mierzalne dla wszystkich t ∈ R (wystarczy nawet t ∈ Q lub w
innym zbiorze gȩstym). Wynika to z faktu, że {x : f(x) < t} = f−1((−∞, t)) oraz
z tego, że rodzina póÃlprostych {(−∞, t) : t ∈ R} (albo t ∈ Q) generuje sigma-ciaÃlo
zbiorów borelowskich.

Funkcje rzeczywiste mierzalne można dodawać, mnożyć, brać granice, itp:

Twierdzenie 2: Jeśli f, g, fn oznaczaja̧ rzeczywiste funkcje mierzalne, to funkcje
f + g, f − g, fg, f

g , fg, supn fn, infn fn, lim supn fn, lim infn fn, limn fn,
∑

n fn

(za każdym razem przy zaÃlożeniach gwarantuja̧cych sens danej funkcji) sa̧ funkc-
jami mierzalnymi. Ponadto funkcje postaci sin(f), exp(f), ln(f), logf (g), itp., sa̧
mierzalne (też przy odpowiednich zaÃlożeniach gwarantuja̧cych sens).
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Dowód: Zaczniemy od funkcji ln(f). Oczywíscie trzeba zaÃlożyć, że f przyjmuje
wartości nieujemne. Wtedy jako przeciwdziedzinȩ można wzia̧ć przestrzeń Y =
(0,∞). Teraz funkcja ln : Y → R jest określona wszȩdzie i cia̧gÃla, a zatem
mierzalna. Zatem ln(f) jako zÃlożenie funkcji mierzalnych jest mierzalna. Podobnie
uporamy siȩ z sin(f), exp(f), itp. Natomiast logf (g) trzeba zapisać jako ln(f)

ln(g) i
skorzystać jeszcze z mierzalności ilorazu funkcji mierzalnych (która̧ wykażemy za
chwilȩ).
Udowodnimy teraz mierzalność sumy f + g. Wystraczy pokazać, że zbiory postaci
{x : f(x) + g(x) < t} sa̧ mierzalne. Mamy

{x : f(x)+g(x) < t} = {x : f(x) < t−g(x)} = {x : ∃q∈Q : f(x) < q < t−g(x)} =
∑

q∈Q

{x : (f(x) < q) ∧ (g(x) < t− q)} =
∑

q∈Q

{x : f(x) < q} ∩ {x : g(x) < t− q},

a to jest zbiór mierzalny, jako przeliczalna suma przekrojów zbiorów mierzalnych.
Zajmiemy siȩ teraz iloczynem fg. Otóż fg = exp(log(f) + log(g)). No i dalej
wszystko powinno być jasne. PozostaÃle funkcje zapiszmy podobnie, w sposób, który
wyjaśnia ich mierzalność:

f − g = f + (−1)g, fg = exp(g · log(f)),
f

g
= f · g−1.

Ostatnie rozumowanie dotyczyć bȩdzie infn fn. Funkcjȩ supn fn zamienimy na
− infn(−fn). Funkcjȩ lim supn fn zapiszemy jako infn(supm≥n fm), a liminf otrzy-
mamy przez zmianȩ znaku z limsup. Granica (o ile istnieje) jest równa granicy
górnej, a szereg jest granica̧ sum skończonych.
A wiȩc rozważmy g = infn fn. Dla t ∈ R mamy

{x : g(x) < t} = {x : inf
n

fn(x) < t} = {x : ∃nfn(x) < t} =
⋃
n

{x : f(x) < t},

a to jest suma przeliczalna zbiorów z zaÃlożenia mierzalnych. ¤

Funkcje proste.
Definicja: Funkcja̧ charakterystyczna̧ zbioru A ⊂ X nazywamy funkcjȩ
1A : X → R określona̧ wzorem

1A(x) =
{

1; x ∈ A

0; x /∈ A
.

Funkcja̧ prosta̧ (w postaci ogólnej) nazywamy każda̧ funkcjȩ o postaci

f =
n∑

i=1

an1An ,

gdzie A1, A2, . . . , An sa̧ jest dowolnym skończonym (n ∈ N jest również dowolne)
ukÃladem podzbiorów X oraz a1, a2, . . . , an jest dowolnym ukÃladem liczby rzeczy-
wistych. (Czyli funkcja prosta = kombinacja liniowa funkcji charakterystycznych.)
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Dodatkwo powiemy, że funkcja prosta jest zapisana w postaci rozÃla̧cznej, jeśli zbiory
A1, . . . , An sa̧ parami rozÃla̧czne, a jeśli dodatkowo liczby ai parami różne, oraz
zbiory Ai daja̧ w sumie caÃle X, to powiemy, że funkcja jest w postaci kanonicznej.
Postać kanoniczna jest jednoznaczna (z dokÃladnościa̧ do przestawienia skÃladników
sumy).

Fakt: Funkcja f jest prosta wtedy i tylko wtedy gdy przyjmuje ona tylko skończenie
wiele wartości. Każda funkcja prosta daje siȩ zapisać w postaci kanonicznej.

Dowód: Niech f bȩdzie funkcja̧ prosta̧ zadana̧ w postaci ogólnej wzorem

f =
n∑

i=1

an1An
,

Oczywíscie funkcja taka przyjmuje tylko skończenie wiele wartości (sa̧ to sumy
skończonych ukÃladów wybranych spośród liczb ai). Weźmy wiȩc teraz dowolna̧
funkcjȩ f przyjmuja̧ca̧ tylko skończenie wiele wartości, np. b1, b2, . . . , bm (zapisu-
jemy je bez powtórzeń, czyli sa̧ to liczby parami różne). Pokażemy, że jest to funkcja
prosta od razu w postaci kanonicznej. Po prostu zdefiniujmy Bi jako f−1({bi})
(czyli {x : f(x) = bi}). Zbiorów tych jest skończenie wiele (m), sa̧ one parami
rozÃla̧czne (jako przeciwobrazy zbiorów rozÃla̧cznych) oraz daja̧ w sumie caÃle X (bo
wziȩlísmy wszystkie wartości funkcji). Zatem funkcja

g =
m∑

i=1

bi1Bi

jest prosta w postaci kanonicznej. Pokażemy, że f = g w każdym punkcie. Niech
x ∈ X. Istnieje jedyne i takie, że f(x) = bi, czyli x ∈ Bi. Wtedy g(x) = bi bo w
sumie definiuja̧cej g tylko ten jeden skÃladnik jest niezerowy. Czyli f(x) = bi = g(x).
Aby wykazać jednoznaczność przedstawienia kanonicznego wystarczy zauważyć, że
w tej formie zawsze liczby bi reprezentuja̧ wszystkie (różne) wartości funkcji prostej,
a zbiory Ai musza̧ być przeciwobrazami tych liczb. ¤
Po zapisaniu funkcji prostej w postaci kanonicznej bardzo Ãlatwo stwierdzić kiedy
jest ona mierzalna:

Fakt: Funkcja prosta w postaci kanonicznej f =
∑n

i=1 an1An jest mierzalna wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie zbiory Ai (i = 1, . . . , n) sa̧ mierzalne.

Dowód: Jeśli f jest mierzalna, to zbiory Ai jako przeciwobrazy zbiorów jednopunk-
towych (a wiȩc domkniȩtych, zatem borelowskich) {bi} musza̧ być mierzalne. Na
odwrót. ZaÃlóżmy, że te zbiory sa̧ mierzalne. Do mierzalności f wystarczy sprawdzić,
że przeciwobraz dowolnej póÃlprostej (−∞, t) jest mierzalny. Ale

f−1((−∞, t)) = {x : f(x) < t} = {x : f(x) = bi oraz bi < t} =

=
⋃

i:bi<t

f−1({bi}) =
⋃

i:bi<t

Ai.

Jako suma skończona zbiorów (z zaÃlożenia) mierzalnych jest to zbiór mierzalny. ¤
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UWAGA: Dla f w postaci ogólnej mamy tylko implikacjȩ w jedna̧ stronȩ: jeśli zbiory
Ai sa̧ mierzalne, to f jest mierzalna. W druga̧ stronȩ implikacja nie zachodzi. Na
przykÃlad funkcja staÃla 0 może być zapisana jako a11A1 + a21A2 , gdzie a1 = −a2

oraz A1 = A2. Zbiór A1 może tu być zupeÃlnie dowolny, na przykÃlad niemierzalny.

Funkcje proste stanowia̧ istotny element w teorii funkcji mierzalnych. Oto powód:

Twierdzenie 3: Każda funkcja mierzalna f jest granica̧ (w każdym punkcie) cia̧gu
funkcji prostych mierzalnych. W każdym punkcie cia̧g ten jest od pewnego nu-
meru niemaleja̧cy. Jeśli f jest ograniczona z doÃlu, to cia̧g ten jest niemaleja̧cy (od
pocza̧tku). Jeśli f jest ograniczona (i z doÃlu i z góry) to zbieżność ta jest jednostaj-
na.

Dowód: Ustalmy funkcjȩ mierzalna̧ f : X → R. Ustalmy n ∈ N. Podzielmy
przedziaÃl [−n, n) na 2n2n przedziaÃlów dÃlugości 2−n postaci [ k

2n , k+1
2n ). Nazwijmy

je (i przenumerujmy) jako Ii (i = 1, . . . , n2). Dorzućmy do tego dwie póÃlproste
I0 = (−∞,−n) i I2n2n+1 = [n,∞). W ten sposób R jest rozÃla̧czna̧ suma̧ 2n2n + 2
rozÃla̧cznych przedziaÃlów (a wiȩc zbiorów borelowskich). Określmy Ai = f−1(Ii)
(i = 0, 1, . . . , 2n2n + 1). Sa̧ to zbiory mierzalne, rozÃla̧czne, daja̧ w sumie caÃle X, a
z mierzalności f wynika, że sa̧ one mierzalne. Niech ai = min Ii (oprócz i = 0) oraz
a0 = −n− 1. Zdefiniujmy n-ta̧ funkcjȩ prosta̧ wzorem

fn =
2n2n+1∑

i=0

ai1Ai

(oczywíscie jest to od razu postać kanoniczna). Sprawdzimy, czy fn(x) da̧ży (i czy
monotonicznie) do f(x) w dowolnym punkcie x ∈ X. Dla dostatecznie dużych n
zachodzi −n < f(x) < n. Dla takich n, f(x) należy do jednego z przedziaÃlów Ii o
numerze od 1 do 2n2n (przedziaÃly te maja̧ dÃlugość 1

2n ). Wtedy x ∈ f−1(Ii) = Ai.
Czyli fn(x) = min Ii. Ponieważ f(x) ∈ Ii, to po pierwsze fn(x) ≤ f(x), po
drugie różnica miȩdzy tymi liczbami f(x)− fn(x) nie przekracza 1

2n . Ponieważ 1
2n

maleje do zera, to widać, że fn(x) → f(x). Jeśli teraz zwiȩkszymy n, to ,,nowy”
przedziaÃl Ii zawieraja̧cy x bȩdzie podzbiorem ,,starego” (to jest powód, dla którego
dzielimy [−n, n) na 2n2n przedziaÃlów, a nie na 2n2; przy podziale na 2n2 (czyli
każdego przedziaÃlu dÃlugości 1 na n kawaÃlków) ,,nowe” przedziaÃly nie musza̧ być
zawarte w ,,starych”), zatem wartość min Ii przypisana punktowi x przez funkcjȩ
fn może co najwyżej wzrosna̧ć (infimum po podzbiorze jest nie mniejsze). Tak
bȩdzie nawet dla x należa̧cych do ostatniego przedziaÃlu [n,∞), gdyż tu również
stosujemy wzór fn(x) = min Ii i tu również ,,nowy” przedziaÃl zawieraja̧cy x jest
zawarty w ,,starym”. (Tyle, że tu nie bȩdzie jeszcze oszacowania f(x)−fn(x) < 1

2n .)
To oznacza, że rozważany cia̧g funkcji fn jest w każdym punkcie x niemaleja̧cy od
pewnego miejsca (od tak dużego n, że −n < f(x)).
Jeśli teraz f jest ograniczona z doÃlu, to warunek −n < f(x) jest speÃlniony dla
dostatecznie dużego n jednocześnie dla wszystkich x i można cia̧g funkcji zacza̧ć od
takiego numeru n. Taki cia̧g bȩdzie niemaleja̧cy od pocza̧tku w każdym punkcie.
Wreszcie jeśli f jest również ograniczona z góry, to dla dostatecznie dużego n
speÃlniony bȩdzie warunek −n < f(x) < n jednocześnie dla wszystkch x. Wtedy
bȩdziemy mieli speÃlniony warunek f(x) − fn(x) < 1

2n jednocześnie dla wszystkich
x, a to daje zbieżność jednostajna̧. ¤
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ZBIEŻNOŚĆ PRAWIE WSZȨDZIE I ZBIEŻNOŚĆ WEDÃLUG MIARY

W naszej przestrzeni (X,F) wprowadzimy teraz miarȩ µ. Bȩdziemy mówić wyÃla̧cznie
o funkcjach rzeczywistych (niekoniecznie mierzalnych).

Definicja: Powiemy, że funkcje f i g sa̧ równe µ-prawie wszȩdzie jeśli istnieje zbiór
A miary zero taki, że f(x) = g(x) dla wszystkich x ∈ Ac (funkcje sa̧ sobie równe
poza pewnym zbiorem miary zero).

PrzykÃlad: Równość prawie wszȩdzie, w zależności od miary, może faktycznie oz-
naczać równość poza ,,pomijalnie maÃlym” zbiorem, ale nie zawsze. Weźmy miarȩ
µ = δx (atomowa̧ o jednym atomie w x o masie 1). Wtedy do równości µ-prawie
wszȩdzie dwóch funkcji wystarcza ich równość w jednym punkcie x.
Inny przykÃlad: W przestrzeni X z miara̧ µ ustalmy pewien podzbiór mierzalny
B miary dodatniej skończonej. Teraz zdefiniujemy tzw. miarȩ warunkowa̧ (unor-
mowana̧) na B. Mianowicie, dla dowolnego mierzalnego zbioru A kÃladziemy

µB(A) =
µ(A ∩B)

µ(B)
.

Nietrudno sprawdza siȩ, że jest to dobrze określona miara (na tym samym sigma-
ciele F co miara µ) oraz, że µB(X) = µB(B) = 1 ( a wiȩc jest to miara probabilisty-
czna). Ponadto to miara µB dopeÃlnienia zbioru B (i każdego jego podzbioru) jest
zero. Widać wiȩc, że do równości µB-prawie wszȩdzie jakiej́s pary funkcji wystarczy
aby zgadzaÃly siȩ one na B, a poza B moga̧ siȩ one od siebie dowolnie różnić.

Zbieżność prawie wszȩdzie.
Wracamy do sytuacji, gdy na (X,F) ustalona jest jedna miara µ. Od teraz nie
bȩdziemy rozważać innych miar. W tej sytuacji w zwrocie ,,µ-prawie wszȩdzie”
bȩdziemy pomijać µ i mówić po prostu ,,prawie wszȩdzie” (i skracać ,,p.w.”).
Aby usprawnić wypowiadanie warunku ,,prawie wszȩdzie” umawiamy siȩ, że zbiór
X ′ ⊂ X jest peÃlny jeśli jego dopeÃlnienie jest miary zero. W przestrzeniach z miara̧
skończona̧ zbiór X ′ jest peÃlny wtedy i tylko wtedy, gdy µ(X ′) = µ(X), ale gdy
miara jest nieskończona, to w X może być dużo zbiorów o mierze nieskończonej
(a wiȩc równej µ(X)), które nie sa̧ peÃlne. Wtedy musimy niestety popatrzeć na
dopeÃlnienie (czy jest ono miary zero).

Definicja: Powiemy, że cia̧g fn funkcji (rzeczywistych na X) jest zbieżny prawie
wszȩdzie do funkcji f (co zapiszemy limn fn = f µ-p.w., lub limn fn = f p.w. lub
jeszcze krócej fn → f p.w.) jeśli istnieje zbiór peÃlny X ′ taki, że dla każdego x ∈ X ′

zachodzi zbieżność
lim
n

fn(x) = f(x).

UWAGA: Funkcja graniczna jest wtedy jednoznaczna z dokÃladnościa̧ do równości
prawie wszȩdzie, tzn., jeśli g jest również granica̧ p.w. tego samego cia̧gu fn, to
f = g p.w. (to jest elementarne ćwiczenie i wynika z jednoznaczności granicy cia̧gu
liczbowego).

Podamy teraz definicjȩ zbieżności wedÃlug miary:
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Definicja: Powiemy, że cia̧g fn jest zbieżny wedÃlug miary do funkcji f (co zapiszemy
fn

µ−→ f , albo µ-limn fn = f) jeśli zachodzi nastȩpuja̧cy warunek:

∀ε>0 lim
n→∞

µ{x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = 0

(implicite zakÃlada siȩ tu, że zbiory pod znakiem miary sa̧ mierzalne). Dla us-
prawnienia dalszych wywodów wprowadzimy oznaczenie

An,ε = {x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}.

PrzykÃlady: Niech X = R z miara̧ Lebesgue’a. Niech fn = 1[n,∞). Oczysíscie
limn fn(x) = 0 wszȩdzie (nie tylko prawie wszȩdzie), gdyż dla każdego x ∈ R od
pewnego miejsca mamy x /∈ [n,∞). Z drugiej strony dla ε = 1 mamy równość
An,ε = {x : |fn(x) − 0| ≥ ε} = [n,∞) i miara Lebesgue’a tego zbioru jest
nieskończona, a wiȩc miary te nie da̧ża̧ do zera. Zatem w tym przykÃladzie jest
zbieżność p.w., ale nie wedÃlug miary.
Teraz niech X = [0, 1] (też z miara̧ Lebesgue’a obciȩta̧ do odcinka (patrz powyżej
pojȩcie miary warunkowej). Niech In bȩdzie cia̧giem odcinków wypisanym poniżej:

[0, 1
2 ), [ 12 , 1],

[0, 1
4 ), [ 14 , 2

4 ), [ 24 , 3
4 ), [ 34 , 1],

[0, 1
8 ), [ 18 , 2

8 ), [ 28 , 3
8 ), [ 38 , 4

8 ), [ 48 , 5
8 ), [ 58 , 6

8 ), [ 68 , 7
8 ), [ 78 , 1],

...

Niech fn = 1In . Widać, że każdy punkt wpada do nieskończenie wielu zbiorów In

i do nieskończenie wielu z nich nie wpada. Zatem cia̧g fn(x) nie jest zbieżny w
żadnym punkcie. Czyli żadna funkcja f nie jest granica̧ p.w. tego cia̧gu. Z drugiej
strony, jeśli za f przyjmiemy funkcjȩ stale równa̧ zero, to dla dowolnego ε > 0
(mniejszego lub równego 1) jest równość: An,ε = {x : |fn(x) − f(x)| ≥ ε} = In.
Ponieważ miary tych zbiorów da̧ża̧ do zera, zachodzi zbieżność wedÃlug miary (do
f ≡ 0).

Podamy teraz twierdzenia, które jadnak daja̧ wynikanie jedego rodzaju zbieżności
z drugiego (ale przy dodatkowych zaÃlożeniach):

Twierdzenie 4: Jeśli miara µ jest skończona, a funkcje fn i f sa̧ mierzalne, to ze
zbieżności fn → f prawie wszȩdzie wynika zbieżność wedÃlug miary.

Dowód: Niech fn → f p.w. Ustalmy ε > 0. Dla każdego x ∈ X ′ (to jest ten zbiór
peÃlny na którym jest zbieżność) istnieje nx takie, że ∀n≥nx |fn(x)− f(x)| < ε. Dla
n ∈ N niech Xn = {x : nx ≤ n}. Oczywíscie zbiory Xn tworza̧ cia̧g rosna̧cy i
jego suma zawiera X ′:

⋃
n

↑ Xn ⊃ X ′. Zbiory Xn sa̧ mierzalne, co widać, gdy siȩ je
zapisze tak:

Xn = {x : ∀m≥n |fn(x)− f(x)| < ε} =
⋂

m≥n

{x : |fn(x)− f(x)| < ε}.



12

Trzeba teraz zauważyć, że funkcje |fn − f | sa̧ mierzalne. Wynika to z tego, że
fn − f jest różnica̧ funkcji mierzalnch a moduÃl (jako funkcja rzeczywista zmiennej
rzeczywistej) jest funkcja̧ cia̧gÃla̧, a wiȩc mierzalna̧.
Z cia̧gÃlości miary z doÃlu mamy zatem

lim
n

µ(Xn) = µ
(⋃

n

↑ Xn

)
≥ µ(X ′) = µ(X).

Z tego wynika, że miary dopeÃlnień zbiorów Xn da̧ża̧ do zera (tu korzystamy ze
skończoności miary). Z drugiej strony warunek |fn(x) − f(x)| ≥ ε implikuje, że
nx > n czyli, że x /∈ Xn. Zatem zbiory An,ε = {x : |fn(x) − f(x)| ≥ ε} w definicji
zbieżności wedÃlug miary sa̧ podzbiorami dopeÃlnień zbiorów Xn, a wiȩc ich miary
tym bardziej da̧ża̧ do zera, a to jest wÃlaśnie zbieżność weÃlug miary. ¤
Teraz twierdzenie w pewnym sensie przeciwne. Nie zakÃladmy w nim ani skończoności
miary, ani mierzalności wystȩpuja̧cych tu funkcji (tylko, jak zwykle, mierzalność
zbiorów pod znakiem miary).

Twierdzenie 5: Jeśli zachodzi zbieżność wedÃlug miary fn
µ−→ f z dodatkowym

silniejszym warunkiem

∀ε>0 ∃nε

∑

n≥nε

µ(An,ε) < ∞,

to cia̧g fn jest zbieżny do f prawie wszȩdzie.

UWAGA: Oczywíscie warunek ten jest silniejszy niż zwykÃla zbieżność wedÃlug mia-
ry, bowiem sumowalność cia̧gu implikuje zbieżność jego wyrazów do zera (ale nie
odwrotnie!).
Do dowodu potrzebny jest lemat zwany Lematem Borela-Cantelli’ego:
Lemat Borela-Cantelli’ego: Dane sa̧ zbiory mierzalne An takie, że

∑
n µ(An) <

∞. Wtedy µ(lim sup An) = 0
Dowód lematu: Przypomnijmy, że lim supAn =

⋂
n

⋃
m≥n Am jest zbiorem tych x,

które należa̧ do nieskończenie wielu spośród zbiorów An. Dla każdego n0 mamy
lim sup An ⊂

⋃
m≥n0

Am, zatem z przeliczalnej podaddytywności miary,

µ(lim sup An) ≤ µ
( ⋃

m≥n0

Am

)
≤

∑

m≥n0

µ(Am).

Ostatnia suma jest ogonem szeregu zbieżnego, zatem jej wartość zbiega do zera gdy
n0 →∞. Sta̧d µ(lim sup An) ≤ 0 (czyli oczywíscie = 0). ¤
Dowód twierdzenia 5: Zastanówmy siȩ na jakim zbiorze NIE zachodzi zbieżność
fn(x) → f(x). Otóż aby tak byÃlo, musi istnieć ε > 0 (który można zasta̧pić liczba̧
1
k , gdzie k ∈ N) taki, że warunek |fn(x) − f(x)| ≥ ε zachodzi dla nieskończenie
wielu n (to jest wprost zaprzeczenie definicji granicy cia̧gu). Czyli x należy wtedy
do granicy górnej zbiorów An,ε = {x : |fn(x) − f(x)| ≥ ε}. Zatem zbieżność nie
zachodzi na zbiorze ⋃

ε

lim sup
n

An,ε,
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gdzie suma po ε jest de facto przeliczalna (gdyż można ja̧ zasta̧pić suma̧ po k,
gdzie w roli ε wysta̧pi 1

k ). Zatem wystarczy pokazać, że dla każdego ε > 0 zbiór
lim sup An,ε jest miary zero. Wtedy suma przeliczalna też bȩdzie miary zero, a
poza ta̧ suma̧ zachodzi już zbieżność fn(x) → f(x), a wiȩc jest to zbieżność prawie
wszȩdzie.
Ale zaÃlożylísmy, że dla każdego ε > 0 miary zbiorów An,ε tworza̧ cia̧g od pewnego
miejsca sumowalny. Zatem z Lematu Borela-Cantelli’ego wynika, że (dla każdego
ε) µ(lim supn An,ε) = 0. (W lemacie zakÃlada siȩ sumowalność caÃlego szeregu, ale
to nie ma znaczenia, gdyż granica górna cia̧gu zbiorów nie zmieni siȩ, gdy z cia̧gu
tego usuniemy skończenie wiele pocza̧tkowych wyrazów.) No i o to nam chodziÃlo.
Dowód jest skończony. ¤
Powyższe twierdzenie ma bardzo ważny wniosek, który stosuje siȩ już bez żadnych
dodatkowych zaÃlożeń:

Wniosek: Jeśli fn
µ−→ f , to istnieje podcia̧g nk taki, że fnk

→ f µ-p.w.

Dowód: Wystraczy skonstruować podcia̧g, który speÃlni zaÃlożenia twierdzenia 5.
Oto jak go skonstruować: Wybierzmy cia̧g εk maleja̧cy do zera. Dla ε1 szukamy
n1 takiego, aby zbiór An1,ε1 miaÃl miarȩ mniejsza̧ od 2−1 (takie n1 istnieje, gdyż
z zaÃlożenia o zbieżności wedÃlug miary, miary zbiorów An,ε1 da̧ża̧ po n do zera).
Nastȩpnie szukamy n2 takiego, żeby µ(An2,ε2) < 2−2. I tak dalej. Uzyskujemy
podcia̧g nk o wÃlasności µ(Ank,εk

) < 2−k. Teraz ustalmy dowolny ε > 0. Istnieje
kε takie że εk < ε dla wszystkich k ≥ kε. Wtedy An,εk

⊃ An,ε dla każdego n
(wystarczy popatrzeć na definicjȩ zbioru An,ε i zauważyć, że zależy on maleja̧co od
ε). W szczególności Ank,εk

⊃ Ank,ε. Zatem

∞∑

k=kε

µ(Ank,ε) ≤
∞∑

k=kε

µ(Ank,εk
) ≤

∞∑

k=kε

2−k.

Po prawej jest szereg sumowalny, a wiȩc i po lewej też. To kończy dowód. ¤
UWAGA: Dowód wniosku jest nieco prostszy w przypadku przestrzeni skończonej.
ZaÃlożenie twierdzenia 5 jest wtedy równoważne z warunkiem, że CAÃLY szereg (od
n = 1 a nie tylko od n = nε) jest sumowalny, bowiem ze skończoności miary,
suma skończenie wielu pocza̧tkowych wyrazów szeregu jest skończona i nie wpÃlywa
na jego sumowalność. Jednak w przestrzeni o mierze nieskończonej, brakuja̧ce
wyrazy moga̧ być nieskończone i wtedy suma caÃlego szerego (mimo sumowalności
od pewnego miejsca) może nie zachodzić. To uproszczenie przenosi siȩ do dowodu
wniosku. Pomijam szczegóÃly, gdyż nie zmienia to sformuÃlowania wniosku.


